Corrigé des questions 1-D (projection parallèle) et 5 des exercices du 19 janvier (TP-2)

Question 1 :Le repère cartésien à axes non orthogonaux

Dans les numéros qui suivent, on cherche à savoir quel type de « projection » il est préférable d’utiliser pour déterminer les coordonnées d’un point dans un système cartésien à axes non orthogonaux. Pour chacune des questions suivante, répondre d’abord pour le cas où la projection est orthogonale, et, ensuite, le cas où la « projection » est faite parallèlement aux axes.

C- Considérons un point P dont les coordonnées sont (a,b). Trouver une formule donnant la distance de ce point au point origine du système d’axes.

Cas de la projection parallèle

Ce que je connais :

- les coordonnées a et b du point que je nomme D.


J’ai donc : 


| a | = d(O,A) = d(B,D)  
par la définition de l’abscisse et le fait que le quadrilatère OADB soit un parallélogramme
| b | = d(O,B) = d(A,D)
idem.
- l’angle Phi entre les axes.

Ce que je cherche

- la distance d(O,D) entre O et D.

Plan d’action

- Placer 
[image: image1.wmf] dans un triangle rectangle et utiliser le théorème de Pythagore

Étudier les cas où D est sur un axe.

ou encore

- Utiliser la loi du cosinus 

Question : quand peut-on l’utiliser ?

Il faut être dans un triangle. Donc il faudra étudier les cas où il n’y a pas de triangles, c’est-à-dire lorsque D est sur un des axes.

Dois-je étudier les cas correspondants à des positions diverses de D, dans les quadrants ?

Dois-je tenir compte du fait que l’angle entre les axes peut être plus grand que 90° ? Cet angle sera-t-il toujours plus petit que 180° ? Que se passe-t-il à 90°

Réalisation du plan d’action

(Je prends le plan d’action utilisant la loi du cosinus, je commence en supposant que 

0 < m < 90)

1. Cas où D est sur un axe.

Si D est sur un axe, alors l’une de ses coordonnées est 0. 

Supposons que a = 0 et b ≠ 0. De par la façon dont est déterminée chaque coordonnée dans le plan cartésien non orthogonal avec projection parallèle, a est le résultat de la mesure orientée du segment 
[image: image2.wmf] . Donc, par la définition de la mesure orientée, on a que d(O,D) = | b |.

Si a ≠ 0 et b = 0, un raisonnement similaire permet de voir que d(O,D) =  | a |.

Si a = 0 et b = 0, alors D est l’origine et donc d(O,D) = d(O,O) = 0.

2. Cas pour lequel D est dans le premier quadrant

[image: image3.png]



Appliquons la loi du cosinus au triangle OAD. 

Dans ce triangle,  OAD est le supplémentaire de l’angle . 

Donc, m OAD = 180 — m. (On pourrait écrire  OAD  180°—.

La loi du cosinus, écrite en termes de distance, appliquée ici nous donne alors


d(O,D)2
= d(O,A)2 + d(A,D)2 –2d(O,A) d(A,D)cos  OAD.

En remplaçant par leurs valeurs les différents termes, la formule devient 


d(O,D)2
= | a |2 + | b |2 – 2| a | | b |cos (180°-)



= | a |2 + | b |2 + 2| a | | b |cos (),

car cos (180°-) = - cos (). 

3. Cas dans le second quadrant
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Appliquons la loi du cosinus au triangle OAD. 

Dans ce triangle,  OAD est congru à l’angle  , car ce sont des angles correspondants.

Donc, m OAD = m. (On pourrait écrire  OAD  
La loi du cosinus, écrite en termes de distance, appliquée ici nous donne alors


d(O,D)2
= d(O,A)2 + d(A,D)2 – 2d(O,A) d(A,D)cos  OAD.

En remplaçant par leurs valeurs les différents termes, la formule devient 


d(O,D)2
= | a |2 + | b |2 – 2| a | | b |cos ()

4. Cas dans le troisième quadrant
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Appliquons la loi du cosinus au triangle OAD. 

Dans ce triangle,  OAD est congru à l'angle supplémentaire à  au-dessus de l’axe des x, puisque ces deux angles sont alterne-internes. 

Donc, m OAD = 180 — m. (On pourrait écrire  OAD  180°—.

La loi du cosinus, écrite en termes de distance, appliquée ici nous donne alors


d(O,D)2
= d(O,A)2 + d(A,D)2 –2d(O,A) d(A,D)cos  OAD.

En remplaçant par leurs valeurs les différents termes, la formule devient 


d(O,D)2
= | a |2 + | b |2 – 2| a | | b |cos (180°-)



= | a |2 + | b |2 + 2| a | | b |cos (),

car cos (180°-) = - cos ().

5. Cas du quatrième quadrant.
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Appliquons la loi du cosinus au triangle OAD. 

Dans ce triangle,  OAD est congru à l’angle  , car ce sont des angles correspondants.

Donc, m OAD = m. (On pourrait écrire  OAD  
La loi du cosinus, écrite en termes de distance, appliquée ici nous donne alors


d(O,D)2
= d(O,A)2 + d(A,D)2 –2d(O,A) d(A,D)cos  OAD.

En remplaçant par leurs valeurs les différents termes, la formule devient 


d(O,D)2
= | a |2 + | b |2 – 2| a | | b |cos ().

Conclusion des étapes 2 à 5 : les formules varient d’un cas à l’autre, mais par un signe seulement.

N’y a-t-il pas moyen de faire en sorte qu’il n’y ait qu’une formule ?

Dans notre raisonnement, nous n’avons pas vraiment tenu compte des signes de a et b. Où dans la formule ces signes pourraient-ils jouer un rôle ? Réponse : seulement dans le terme contenant le cosinus car les autres termes sont des carrés. Examinons ce terme dans chacun des cas.

1) Premier quadrant : a > 0, b > 0 , la formule 

d(O,D)2 = | a |2 + | b |2 + 2| a | | b |cos ()

peut s’écrire :

d(O,D)2 = a2 + b2 + 2abcos ().

2) Deuxième quadrant : a < 0, b > 0, la formule 

d(O,D)2 = | a |2 + | b |2 - 2| a | | b |cos ()

peut s’écrire :

d(O,D)2 = a2 + b2 + 2abcos ().

3) Troisième quadrant : a < 0, b < 0, la formule 

d(O,D)2 = | a |2 + | b |2 + 2| a | | b |cos ()

peut s’écrire :

d(O,D)2 = a2 + b2 + 2abcos ().

4) quatrième quadrant : a > 0, b < 0, la formule 

d(O,D)2 = | a |2 + | b |2 - 2| a | | b |cos ()

peut s’écrire :

d(O,D)2 = a2 + b2 + 2abcos ().

On voit donc qu’il n’y a qu’une formule pour les quatre cas si l’on tient compte simultanément de l’angle et des signes des coordonnées.

6. Que se passe-t-il si  90° ?

Alors les figures des quatre cas tiennent toujours, mais les triangles OAD sont toujours des triangles rectangles en A. Il suffit alors d’appliquer le théorème de Pythagore, qui est un cas particulier de la loi du cosinus pour un angle de 90°.

On obtient alors 


d(O,D)2 = | a |2 + | b |2.

Mais on voit que dans les cas précédant, si on remplace  par un angle de 90°, le cos s’annule dans tous les cas et l’on obtient cette même formule.

7. Que se passe-t-il si  180° ?

 ne peut être un angle plat car alors les deux axes seraient superposés.

8. Que se passe-t-il lorsque  90  <  m

Si l'on examine ce qui se passe quand devient plus grand qu’un angle droit, cela ne change rien. Les raisonnements sont rigoureusement les mêmes. 

· 4. L’énoncé suivant est surprenant. 

Par un point pris hors d’une droite, on peut mener deux perpendiculaires à cette droite.
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Démonstration : Soient en effet deux cercles de centre O et O’ qui se coupent en B et C. Tirons les droites BO et BO’ et prolongeons-les jusqu’aux points de rencontre A et A’ avec les circonférences. Menons enfin la droite AA’ qui rencontre respectivement en C1 et C1’ les arcs BDC et BD’C.

Or les angles BC1A et B C1’A’ sont inscrits chacun dans une demi-circonférence et sont par conséquent droits. Nous avons ainsi mené par B deux perpendiculaires BC1’ et BC1 à la droite AA’. 

CQFD

Est-ce que cette construction fonctionne ? Si oui, pourquoi ? Si non, pourquoi ?

Corrigé  

Cette « démonstration » ne fonctionne pas, la faute en étant à la figure elle-même qui n’est pas construite avec précision. De fait, les cercles ont O et O’ ne sont exactement au centre des cercles dont on dit qu’ils sont les centres. Si la figure était bien construite, on ne pourrait construire des points C1 et C1’ distincts, et donc il n’y a pas deux segments BC1 et BC1’, mais un seul segment, le segment BC. Montrons cela en démontrant que le segment AA’ coupe nécessairement les deux cercles au point C.

Énoncé à démontrer : Soient deux cercles Ω et Ω’ de centre O et O’, respectivement, et qui se coupent en B et C. Tirons les segments BO et BO’ et prolongeons-les jusqu’aux points de rencontre A et A’ avec les cercles. Je dis que le point C appartient au segment AA’. 

Démonstration : 

· Les segments BA et BA’ sont respectivement les diamètres de Ω et Ω’, car O, le centre de Ω, est un point de 
[image: image8.wmf] par construction et O’, le centre de Ω’,  est un point de 
[image: image9.wmf]. 

· Le point C étant un point de Ω et
[image: image10.wmf]étant le diamètre de Ω , le triangle BCA est un triangle rectangle.  

· De même, le point C étant aussi un point de Ω’ et
[image: image11.wmf] étant le diamètre de Ω’ , le triangle BCA’ est un triangle rectangle. 

· En particulier, les angles BCA et BCA’ sont des angles droits. De plus ces deux angles sont des angles adjacents. Donc, l’angle ACA’ est un angle plat.

· Puis que l’angle ACA’ est plat, le segment AA’ passe par C.

CQFD

Étant donné que par deux points ne passe qu’une et une seule droite, et qu’une sécante à un cercle ne peut couper ce cercle en plus de deux points, le segment AA’ ne peut couper le cercle Ω en d’autres points que A et C et ne peut couper le cercle Ω’ en d’autres points que A’ et C. il ne peut donc exister de points C1 et C1’ du segment AA’, différents de C, qui coupent Ω et Ω’ respectivement.
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