FORMULE DE WALLIS & INTEGRALE DE GAUSS

RETOUR AU MENU INTEGRALES
RETOUR ACCUEIL
Remarque introductive 

L’étude de la loi normale suppose que 
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soit une densité de probabilité. Par conséquent, il est communément admis que 
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. La démonstration de cette formule a plusieurs fois fait l’objet de problèmes de concours dans la mesure où elle permet de couvrir un pan important du programme d’analyse. Le sujet ci-après, issu historiquement d’une épreuve de l’ESCP, est considéré comme un grand classique dont la connaissance est essentielle.

Sujet

1. Soit 
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où n est un entier naturel. Etablir une relation de récurrence entre 
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Pour obtenir cette relation de récurrence intégrons par parties en remarquant (pour faire apparaître n-2 par dérivation) que :
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Soit :

u’ = cos x 
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cos(
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) = 0 et sin(0) = 0, donc l’expression entre crochets est égale à 0. En outre, pour faire apparaître, au niveau de l’intégrale, uniquement de cos, on peut utiliser la relation :
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, soit finalement :
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 ou encore : n
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2. Démontrer que la suite de terme général 
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, où n est un entier naturel, est strictement décroissante.

En partant des bornes d’intégration, écrivons :
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, on peut alors passer à l’intérgrale et écrire :
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 . En d’autres termes I est décroissante.

3. Montrer que 
[image: image52.wmf]n

I



 EMBED Equation.3  [image: image53.wmf]»



 EMBED Equation.3  [image: image54.wmf]1

-

n

I

au voisinage de l’infini.

Il convient en d’autres termes de démontrer que lim 
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= 1 quand n tend vers l’infini.

On vient de démontrer que I est décroissance. Ceci permet d’écrire : 
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. En divisant chacun des termes par 
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. Par conséquent : 
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= 1 quand n tend vers l’infini, ce qui revient à écrire que 
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au voisinage de l’infini.

4. Montrer que n.
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= K où K est un nombre réel à déterminer.

D’après la première question :
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. En multipliant de chaque côté de l’égalité par 
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On remarque alors que si on note 
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5. Montrer que 
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On sait que n
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6. Calculer 
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en procédant à une distinction selon que le n est pair ou impair.

On utilise la relation obtenue à la première question : 
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 et on écrit d’abord tous les termes pairs puis tous les termes impairs :

· Termes pairs :
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Multiplions ces différents termes membre à membre. Il reste alors :
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Pour simplifier cette expression, multiplions le numérateur et le dénominateur par les termes pairs 2.4….2n. Dès lors :
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· Termes impairs :
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Multiplions ces différents termes membre à membre. Il reste alors :
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Pour simplifier cette expression, multiplions le numérateur et le dénominateur par les termes pairs 2.4….2n. Dès lors :
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7. En déduire que lim 
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quand n tend vers l’infini. Ce résultat porte le nom de formule de Wallis
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= 1 quand n tend vers l’infini. En remplaçant n par 2n+1, on a alors :
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En prenant la racine carrée des deux membres de l’égalité, on a :
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8. Soit n un entier naturel non nul. On considère les deux fonctions : f(x) = 
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Les fonctions f et g sont définies sur R. En outre, f(-x) = f(x) et g(-x) = g(x) donc f et g sont paires. L’étude de leurs variations peut donc être limitée à R+.
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On obtient alors les tableaux de variations ci-après
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Utilisons le résultat de la question 9 :
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car cette deuxième intégrale est positive, la fonction intégrée étant positive et 
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12. Calculer lim 
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(une fonction rationnelle étant équivalente, au voisinage de l’infini au rapport de ses termes de plus haut degré). Par conséquent :
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Intégrons sur l’intervalle allant de 0 à 
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 ce qui revient à écrire :
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