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I – Intervalle de confiance d’un caractère observé.
L’intérêt de l’écart-type comme paramètre de dispersion réside dans le fait que l’on a toujours au moins  eq \s\do1(\f(1;k² ))des observations comprises entre la moyenne m et plus ou moins k fois l’écart type (.

De l’inégalité de Bienaymé-Tchébicheff :    eq \x( ( >o, P  eq \b(| X – m | ≥ ( ) ≤  eq \s\do1(\f((²;(²)))
 on obtient assez facilement que : SYMBOL 34 \f "Symbol"\h k>0 m – k ( < X < m + k ( ) eq \x(P > 1 –  eq \s\do1(\f(1;k²)))

C’est-à-dire que par exemple pour k = 2 (situation classique dans les exercices), 

on a 1 –  eq \s\do1(\f(1;4 )) =  eq \s\do1(\f(3;4 )) = 75% de chances d’observer des valeurs comprises entre  eq \b(m – 2 ( )et  eq \b(m + 2 ().

Exercice 1

On a fait la moyenne m des salaires X des employés d’une société et calculé l’écart type de la série. On trouve m = 1556 euros et ( = 352. Donner un intervalle de confiance à 80% de X.
Il suffit de résoudre l’équation 1 –  eq \s\do1(\f(1;k² )) = 80% soit k =  eq \r(5) SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 2,236 donc l’intervalle de confiance à 80% est [1556 – 352  eq \r(5) ; 156 + 352  eq \r(5) ] soit environ [ 768,89 ; 2346,1].
II – Intervalle de confiance d’une variable suivant la loi N(m ; ().

Si X suit la loi N(m ; () on a une bien meilleure précision pour l’intervalle de confiance cherché.
En effet P( m – 2 ( ≤ X ≤ m + 2 () = P ( -2 ≤  eq \s\do1(\f(X – m; ())  ≤ 2) et l’on sait que X* =  eq \s\do1(\f(X – m; ()) suit N(0 ;1) donc par lecture de la table on obtient : P( m – 2 ( ≤ X ≤ m + 2 () = 2 ((2) – 1 SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 95,44%
Cas général : Pour trouver un intervalle de confiance de X à (% il suffit de chercher dans la table le réel k tel que P( m – k ( ≤ X ≤ m + k () = 2 ((k) – 1 SYMBOL 187 \f "Symbol"\h (% 
Exercice 2.

Trouver un intervalle de confiance à 98% de la variable aléatoire X qui suit la loi normale N( 2 ;10).
Il faut donc trouver le réel k tel que 2 ((k) – 1 =  eq \s\do1(\f(98;100)) soit ((k) = 0,99. On obtient k SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 2,33.

Et donc l’intervalle de confiance est [2 – 2,33(10 ; 2 + 2,33(10] soit  [ -2,13 ;2,53]  . 
III – Intervalle de confiance d’une proportion.

On note Xi la V.A.R associée au ième individu d’une population, qui vaut 1 si l’individu possède une propriété donnée Q et 0 sinon. Les Xi sont indépendantes.

Yn =  eq \s\do1(\f(Nn;n ))=  eq \s\do1(\f(nombre d’individus d’un échantillon de taille n qui possède la propriété Q;n )) = p

Yn = la fréquence de Q dans l’échantillon.

Les Xi suivent une loi de Bernouilli de paramètre p et Nn suit donc une loi B(n ;p) qui sous certaines conditions peut être approximée par la loi normale N(np ;  eq \r(np(1-p) )).
Donc  eq \s\do1(\f(Nn – np ; ))
 suit approximativement N(0 ;1) et Tn =  eq \s\do1(\f(Yn – p; )
))
 suit aussi la loi N( 0 ;1).

Pour tout (SYMBOL 206 \f "Symbol"\h[0 ;1], la table de la loi normale N(0 ;1) donne le nombre t( tel que : 

 eq \x(P( - t( ≤ Tn ≤ t( ) = ( = 2 ((t () - 1) 
( + 1;2)) eq \x((( t () = )

On obtient après quelques calculs : P ( Yn  -  eq \s\do1(\f(t(; 2 ))
 ≤ p ≤ Yn  +  eq \s\do1(\f(t(; 2 ))
 ) ≥ ( 
Pour résumer en notant Yobservé la valeur Yn (c'est-à-dire la fréquence observée)

La probabilité que p appartienne à l’intervalle (; 2  eq \b\bc\[( Yobservé  - ))
 , Yobservé  +  eq \s\do1(\f(t(; 2 ))
 )
 est au moins égale à (
( + 1;2.)) eq \b\lc\{( \s(p est la proportion de la propriété observée ;Yobservé la proportion calculée sur un échantillon ;n la taille de l’échantillon;t( la solution de : (( t() = ))

Remarque : 

On peut aussi prendre comme intervalle de confiance  eq \b\bc\[( Yobservé  - t()
 , Yobservé  + t( eq \r()
 )
 en prenant pour valeur de p, une estimation de la fréquence trouvée sur l’échantillon.

Exercice 3.

Afin d’étudier le pourcentage p de consommateurs satisfaits par le produit A, on a interrogé 100 consommateurs. 56 d’entre eux ont déclaré être satisfaits par A. Donner un intervalle de confiance à ( = 95 % de p.
n = 100 > 30. Et l’on suppose que np = 100p >15 et np(1-p) = 100p(1-p) >5 afin de pouvoir approximer la loi binomiale par une loi normale. (On vérifiera ces hypothèses après).
· t( est définie par : (( t() =  eq \s\do1(\f(( + 1;2)) = 0,975, donc t( = 1,96

· Yobservé =  eq \s\do1(\f(56;100)) = 0,56

Donc l’intervalle de confiance à 95% de p est [0,56 –  eq \s\do1(\f(1,96;20)) ; 0,56 +  eq \s\do1(\f(1,96;20)) ] soit [0,462 ; 0,658] . 
IV – Intervalle de confiance de la moyenne d’une loi normale.

On a n variables Xi indépendantes qui suivent la loi N(m ; ().
Alors Nn =  eq \i\su(i=1;n; Xi) suit la loi normale N( nm ; (  eq \r(n)) car les Xi sont indépendantes.

Donc  eq \s\do1(\f(Nn – nm; (  ))
 suit la loi N(0 ;1), 

 et donc en notant Yn =  eq \s\do1(\f(;n))
 = la moyenne des Xi, 
Tn = ( ;  eq \s\do1(\f(Yn - m; ))
   ))
 suit aussi la loi N(0 ;1).
Pour tout (SYMBOL 206 \f "Symbol"\h[0 ;1], la table de la loi normale N(0 ;1) donne le nombre t( tel que : 

 eq \x(P( - t( ≤ Tn ≤ t( ) = ( = 2 ((t () - 1) 
( + 1;2)) eq \x((( t () = )

Et donc P ( - t( ≤ ( ;  eq \s\do1(\f(Yn - m; ))
   ))
 ≤ t( ) = ( = P( - t(  eq \s\do1(\f((; ))
 ≤ Yn ≤ t(  eq \s\do1(\f((; ))
 ) 
Pour résumer en notant Yobservé la valeur Yn (c'est-à-dire la moyenne observée)

P(Yobservé - t(  eq \s\do1(\f((; ))
 ≤ Yn ≤ Yobservé  + t(  eq \s\do1(\f((; ))
 ) = ( .

La probabilité que m appartienne à l’intervalle [Yobservé - t(  eq \s\do1(\f((; ))
 ; Yobservé + t(  eq \s\do1(\f((; ))
  ] est au moins égale à (
( + 1;2.)) eq \b\lc\{( \s(m est la moyenne des variable Xi qui suivent N(m; () ;Yobservé la moyenne calculée sur un échantillon ;n la taille de l’échantillon;t( la solution de : (( t() = ))

Remarque : La plupart du temps, on ne dispose pas de la moyenne et de l’écart-type de la population mais l’on a seulement ceux d’un échantillon de cette population.
Dans ce cas si l’effectif de l’échantillon est supérieur à 30 on prendra pour moyenne, celle de l’échantillon, pour écart type  eq \x(( = )
 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h (échantillon)
.  

Exercice 4.

Sur un échantillon de 100 clients d’un grand magasin, on obtient une moyenne d’achats de 325 euros et un écart-type de 64 euros.
1. Estimer l’écart-type des achats de l’ensemble des clients.
2. En supposant que la variable aléatoire qui à tout client associe le montant des achats suit une loi normale, donner un intervalle de confiance de M au seuil de risque 5%.
L’écart-type estimé est de 64,32 euros et l’intervalle de confiance 
[325 – 1,96  eq \s\do1(\f(64,32;10)) ; 352 + ,96  eq \s\do1(\f(64,32;10)) ] soit [ 312,39 ; 337,61 ]
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