Electromagnétisme

 TD EM2 : Potentiel électrostatique – Dipôle électrostatique
But du chapitre

· Etudier les relations entre le champ électrostatique, le potentiel électrostatique et l’énergie potentielle électrostatique.
· Etudier le modèle du condensateur plan et du dipôle électrostatique.

Plan prévisionnel du chapitre 
I - Energie potentielle électrostatique
1°) Travail d’une force conservative, énergie potentielle
2°) Energie potentielle d’interaction électrostatique entre deux charges ponctuelles
II - Définition et expression du potentiel électrostatique
1°) Définition
2°) Potentiel électrostatique créé par une charge ponctuelle
3°) Potentiel électrostatique créé par un ensemble de charges ponctuelles
4°) Potentiel électrostatique créé par une distribution de charges
III - Lien entre le potentiel électrostatique et le champ électrostatique
1°) Relation globale : circulation du champ électrostatique
2°) Relation locale : gradient du champ électrostatique
3°) Topographie du potentiel électrostatique
IV – Modélisation du condensateur plan
V – Dipôle électrostatique


Savoirs et savoir-faire
Ce qu’il faut savoir : 
· Les relations entre le potentiel et le champ électrostatiques.

· Les intégrales donnant le potentiel électrostatique créé par une distribution de charges.

· L'énergie potentielle électrostatique.

· Les notions de dipôle et de moment dipolaire.

· Le moment des forces exercées sur un dipôle par un champ extérieur.

· L'énergie potentielle d'un dipôle rigide dans un champ extérieur.

Ce qu’il faut savoir faire : 
· Calculer un potentiel électrostatique par intégration directe.

· Calculer un potentiel électrostatique à partir du champ, et inversement.

· Définir et calculer la capacité d'un condensateur.

· Calculer le potentiel et le champ créés par un dipôle à grande distance.

· Expliquer les effets d'un champ électrostatique sur un dipôle.
Expression de 
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dans lesc différents systèmes de coordonnées
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sion issue du théoréme d’Al-Kashi, il apparait cos(m—0)=—cos8 au lieu de cosf .

En remplagant ﬁ et =l par leurs expressions approchées dans celle de (M), on obtient :

V(M)= d —aosel 11 O s ]l 10000 ¢ . On écrit cette expression en utili-
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B Comment calculer un champ électrostatique a partir du
potentiel ?

O Méthode 26.4. Calcul du champ a partir du potentiel

Il faut 51mplement calculer le champ par dérivation du potentiel, avec 1’expression
—gradV selon le systeme de coordonnées utilisé :

: - = o ol — @l
en coordonnées cartésiennes, gradlV = a—e)c + —a——ey +—=e,

52 y oz
en coordonnées cylindriques, gr—éaV = 6—VZ + l@_V% + a—VZ
or r 00 oz
érv-—- lo¥F 1 aF

en coordonnées sphériques, radV———e +———ey + —e,
e Br. L oot

= Exercice 26.1, Exercice 26.2, Exercice 26.3, Exercice 26.11

Cherchons le champ créé par un dipdle électrique.
On poursuit le calcul a partir de I’expression du potentiel ci-dessus, en utilisant les coordonnées

— — gl - ldl - 1 or -
sphériques : E(M)=-gradV=—| —e, + ——¢ +————¢, | avec V(M) =
— e (6r ro8 ° rsin oo “"j i

On obtient ainsi, en faisant attention a dériver par rapport a la bonne variable dans les dérivées
partielles :
oV _ pcosb -2 2pcosb 1o 1 - p (—sine)— psin®

: = e :
or 4ne, r* 4megyr’ r 00  rdngyr? dme, r3

pcosH
=

4me, r

La composante sur a est bien sur nulle, le potentiel étant indépendant de la coordonnée ¢.

2 0— in® —
pcos3 +psmee = 7

On trouve donc E(M) = : (2 cos 92 +sin 9%) ;

) =
4ne, r dne, r? dng, r
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Erreurs à éviter/ conseils :
· Ne pas tenter un calcul direct du potentiel pour une distribution de charges qui s'étend à l'infini, car l'intégrale ne converge pas.
· Faire bien attention aux signes dans les relations entre champ et potentiel :
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 ; dV = - 
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· Lors du calcul du champ à partir du potentiel ou inversement, attention à ne pas confondre dérivation et intégration !
· Ne pas confondre le champ électrique créé par un dipôle et un champ extérieur créé par d'autres charges, susceptible d'agir sur le dipôle.
Applications du cours
Application 1 : Circulation d’un champ électrique

On reprend la situation étudiée dans le chapitre EM1 d’une sphère de rayon R uniformément chargée en volume. Le champ créé par cette sphère en un point M (r = OM) à l’extérieur de la sphère est 
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. Calculer la circulation de ce champ électrostatique le long d’une ligne allant de l’infini jusqu’à un point situé à la distance a > R du centre.

Application 2 : Calcul intégral direct d’un potentiel électrique
Calculer le potentiel créé en P par un disque uniformément chargé. On note σ la densité surfacique de charge.
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Méthodes et calculs

présentés au tableau.

Il - Lien entre poten:

3.1 Relation globale : circulation du champ électrostatique

On considére de nouveau une charge test g, en présence du champ électrostatique E . Elle subit la

force F = g,E . Le travail de cette force, lorsque la charge test va de a vers b vaut :





Application 3 : Calcul d’un potentiel à partir du champ
1°) On reprend la situation étudiée dans le chapitre EM1 d’un fil rectiligne infini selon (Oz) qui porte une charge uniformément répartie avec une charge linéique λ. On utilise les coordonnées cylindriques pour le point M où l’on cherche le potentiel. On a 
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. Déterminer le potentiel électrostatique créé en M par cette distribution de charge. On prendra V = 0 quand r = r0.
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APITRE 26

Un déplacement élémentaire du point M s’écrit, en coordonnées
cylindriques, d/=dre, +rdbe, +dze, .

On en déduit que dV =-E-df=- s , puis en intégrant:
2meyr
Alnr A s,
V(M)=- 2 +cte. Il reste a fixer la valeur de la constante. Il n’est
ey

pas possible de choisir un potentiel nul sur le fil (probléme li¢ a la
modélisation linéique) ni un potentiel nul & I’infini (car la distribution
de charges s’étend a I’infini).

*On prend donc ¥=0 pour une valeur arbitraire, non nulle, que I’on note ro. On en déduit

= Alnry , et donc finalement V(M) =— ) ml.

cte
ey 2ney, 1y

— Exemple 2 : Sphére uniformément chargée en volume
Le champ électrique créé par une sphére de centre O et de rayon R uniformément chargée en

volume avec une charge volumique p vaut E(M):%; a Dintérieur de la sphére et
€9

= R — o % Ty . : i ‘
EM)= 3p ¢, 4 lextérieur. Un déplacement élémentaire du point M s’écrit, en coordonnées
o1

sphériques, di=dre, + rde?ﬂ+ rsined(pa (’expression exacte sur e et a n’est pas
importante ici, on peut simplement dire que c’est orthogonal a %)

pR*dr

A Dextérieur de la sphére : dV = —E-dl=- 2
e

pR? 8
donc V(M)=-—+cte.Onprend V=02
3gor
f e : e pR?
Pinfini, ce qui conduita cte=0 donc V(M) = o
£or

prdr

A 2
A Dintérieur de la sphére: dV =-E-d{=~ , donc V(M) = —';L +cte. Cette constante
€9 €9
n’est pas indépendante de Jd précédente (le choix a déja été fait), et comme le potentiel doit étre
; pR? pR® . pR? p Saks
continu en =R, on a ——— +cte =—, soit cte="— donc ¥V (M, ) =——(3R* —r?).
£ €0 2¢, 6¢g,
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2°) On reprend la situation étudiée dans le chapitre EM1 d’une sphère de rayon R uniformément chargée en volume. Le champ créé par cette sphère en un point M (OM = r) à l’extérieur de la sphère est 
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. Le champ créé par cette sphère en un point M à l’intérieur de la sphère est 
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. On utilise les coordonnées sphériques. Déterminer le potentiel électrostatique pour un point situé à l’extérieur puis à l’intérieur de la sphère. On prendra V = 0 à l’infini.
Application 4 : Calcul du champ à partir du potentiel
On reprend l’étude du disque uniformément chargé commencée dans l’application 2. On utilise les coordonnées cartésiennes. Le potentiel électrostatique a pour expression 
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Déterminer les coordonnées du champ électrostatique créé en P par la distribution de charge.
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Exercices

Exercice 1 : Champ et potentiel créé par un cylindre
Soit un cylindre d’axe (Oz) et de base un disque de centre O et de rayon a uniformément chargé en volume avec une densité volumique de charge ρ. On suppose que la distance r du point M par rapport à l’axe (Oz) est faible devant la hauteur de manière à pouvoir considérer le cylindre comme infini. 
1°) Déterminer le champ électrostatique créé en M si M est à l’extérieur du cylindre (r>a) et si M est l’intérieur du cylindre. Tracer la courbe qui représente l’évolution de E(r) en fonction de r.
2°) Déterminer le potentiel électrostatique créé en M si M est à l’extérieur du cylindre (r>a) et si M est l’intérieur du cylindre. Tracer la courbe qui représente l’évolution de V en fonction de r. On prendra V = 0 quand r = r0 (on ne peut pas prendre V = 0 à l’infini car il y a des charges à l’infini).

Exercice 2 : Potentiel de Yukawa
On considère une distribution de charges à symétrie sphérique autour d'un point O, qui crée à une

distance r de O un potentiel de la forme V(r) = 
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1. Calculer le champ électrique créé par cette distribution.

2. Calculer la charge contenue dans une sphère de centre O et de rayon r.

3. En déduire la charge volumique ρ(r) en tout point de l'espace (sauf en O).
Exercice 3 : Potentiel créé par une sphère chargée en surface
On cherche, par un calcul direct, le potentiel créé dans tout l'espace par une sphère de centre O et de rayon R uniformément chargée en surface avec une charge surfacique σ.

1. Calculer le potentiel créé par cette distribution en O.

2. On considère maintenant un point M quelconque. Expliquer pourquoi on peut faire le calcul en prenant M sur l'axe (Oz) sans en restreindre la généralité. On notera ZM la position de M sur cet axe.

3. Pour faire le calcul on repère la position d'un point P à la surface de la sphère avec ses coordonnées sphériques (R,θ,φ). Donner l'expression du potentiel et calculer l'intégrale, sachant qu'un élément de surface infinitésimal de cette sphère s'écrit en coordonnées sphériques 
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. Il faudra distinguer deux cas (zM < R et zM > R), ce qui apparaîtra dans le calcul via une valeur absolue.
Exercice 4 : Ligne bifilaire
Une ligne bifilaire est constituée de deux conducteurs rectilignes cylindriques de rayon a parallèles entre eux et séparés par une distance h telle que h >> a. On se place dans l'approxi​mation d'une ligne infinie.
Dans un premier temps, on considère un seul conducteur, centré sur l'axe (Oz), et on note λ la charge par unité de longueur.
1. Sachant que la charge se répartit uniformément sur la surface du conducteur, donner
l'expression de cette charge surfacique σ en fonction de λ et a.
2. Déterminer le champ électrique créé à l'extérieur du conducteur (r > a).
3. En déduire le potentiel créé à l'extérieur du conducteur.
On considère maintenant les deux conducteurs, l'un portant la charge linéique -λ. et l'autre la charge linéique +λ.

4. Donner l'expression du potentiel créé par cette ligne bifilaire en un point situé à l'extérieur
des conducteurs.
5. Déterminer la différence de potentiel entre les deux conducteurs en fonction de λ., ε0 et a.
6. En considérant une longueur l de ligne bifilaire, en déduire la capacité par unité de longueur associée à cette ligne.
Exercice 5 : Moment dipolaire
On considère un ensemble de N charges ponctuelles q, situées aux points P, telles que 
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le moment dipolaire de cette distribution.

1. Montrer que le moment dipolaire est indépendant du choix de l'origine O.

2. En déduire l'expression du moment dipolaire d'un doublet formé de deux charges ponctuelles - q et + q placées respectivement aux points S1 et S2.

3. Dans la molécule de fluorure d'hydrogène HF, la distance entre les noyaux des deux atomes vaut d = 0,92.10-10 m. On considère d'abord que le caractère ionique de la liaison est total, avec transfert d'un électron de l'hydrogène vers le fluor. Calculer le moment dipolaire de cette molécule (la charge élémentaire valant e = l,6.10-19 C) et préciser son sens.

4. Les tables chimiques donnent pour cette molécule un moment dipolaire p = l,83 D (avec l D = 3,336.10-30 C.m). Déterminer quelle fraction de la charge d'un électron s'est déplacée de l'hydrogène vers le fluor. Le modèle de liaison ionique est-il justifié ?

Activité 1 : Etude d’un condensateur plan

1°) Champ et potentiel créés par un plan uniformément chargé

Soit un plan P infini portant une charge électrique uniformément répartie sur toute sa surface (densité surfacique de charge uniforme σ).
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[image: image71.jpg]Chapitre 45 — Exemples de champ et potentiels électrostatiques
On choisit arbitrairement un potentiel nul sur le plan 1/(0) = 0 et
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On peut remarquer la discontinuité du champ et simultanément le point as
potentiel, ce qui est en parfait accord avec la relation existant entre champ et

4.6 Application au condensateur plan

Dans ce paragraphe, on ne tient pas compte des eftets de bord : cela revient
dérer que les armatures du condensateur plan sont des plans infinis et 4 négli
se passe sur les bords des plans.

Figure 45.7 Condensateur plan.

Dans ces conditions, un condensateur plan est assimilable a I'association de
infinis uniformément chargés, I'un de densité de charge +o, l'autre de
charge —0o ; ces deux plans sont distants de e. On peut exprimer ¢ en fon
charge totale Q et de la surface S d’une armature par :
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a) Le plan P peut-il être réellement infini ? Sinon, à quelle condition sur OM  peut-on considérer que le plan P est infini ?

b) Exprimer le champ électrostatique 
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(M) créé en M par le plan infini P en fonction de ε0, σ et 
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. En déduire l’expression du champ électrostatique 
[image: image21.wmf]E

r

(M’) créé en M’ par le plan infini P en fonction de ε0, σ et 
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.  Tracer la courbe représentant l’évolution de Ex la coordonnée sur l’axe (Ox) du champ électrostatique 
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 en fonction de x. 

c) Rappeler la relation liant le potentiel électrique V et le champ électrique
[image: image24.wmf]E
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. En déduire l’expression V en fonction de ε0, σ quand x  > 0 et quand x < 0. On choisit arbitrairement un potentiel nul sur le plan V(0) = 0. En déduire une expression de V en fonction de  ε0, σ et
[image: image25.wmf]x

. Tracer la courbe représentant l’évolution de V en fonction de x. 

d) Le champ électrique varie-t-il de manière continue lors de la traversée du plan chargé. Même question pour le potentiel électrique. 

2°) Condensateur plan. 

On ne tiendra pas compte des effets de bord ce qui revient à considérer que les armatures du condensateur plan sont des plans infinis et à négliger ce qui se passe sur les bords des plans. Dans ces conditions, un condensateur plan est assimilable à l’association de deux plans infinis uniformément chargés, l’un P2 de densité surfacique de charge + σ et l’autre P1 de densité surfacique de charge – σ ; ces deux plans sont séparés par une distance e.
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a) Exprimer σ en fonction de Q la valeur absolue de la charge d’une armature et de S la surface d’une armature.

b) Exprimer le champ électrique 
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 créé par le plan P1 en fonction de σ et ε0 si 
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c) Exprimer le champ électrique 
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 créé par le plan P2 en fonction de σ et ε0 si 
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d) Sur la figure ci-dessus, représenter 
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. En déduire l’expression du champ électrostatique 
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 créé par le condensateur plan en fonction de σ et ε0 si 
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 et 
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. Tracer la courbe représentant l’évolution de Ex la coordonnée sur l’axe (Ox) du champ électrostatique 
[image: image42.wmf]E

r

 en fonction de x. 

e) Exprimer le potentiel électrique V en fonction de x, σ, ε0 et d’une constante que l’on ne cherchera pas à déterminer si 
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f) Exprimer la tension U entre les deux armatures du condensateur en fonction de σ, ε0 et e puis en fonction de Q, S, e et ε0.

g) En déduire une expression de la capacité C du condensateur en fonction de S, e et ε0. Retrouver l’unité de ε0.

Remarque : Dans la réalité, les plaques ne sont jamais infinies, il y a des effets de bord (que l’on a négligés ici). Ainsi le champ n’est plus parfaitement uniforme au bord des plaques comme l’illustre la figure ci-dessous.

[image: image44.emf]
Activité 2 : dipôle électrostatique

1°) Définition, potentiel et champ créés

On nomme dipôle électrostatique le système constitué de deux charges ponctuelles opposées – q et + q situées en deux points N et P distants de a et tels que a = NP soit très petite devant les autres distances envisagées.

a) Exprimer
[image: image45.wmf]p
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 le moment dipolaire de la distribution en fonction de q et
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. Quelle est l’unité de p = 
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 dans le système international d’unité ? Quelle est l’unité couramment utilisée ? On pourra s’aider du cours de chimie (chapitre AM3). 

On étudie le problème en utilisant des coordonnées sphériques 

b) Pourquoi peut-on dire que le potentiel et le champ électrostatique créés en M ne dépendent pas de φ ?


[image: image48]
Pour tenir compte de ces propriétés, on se place en coordonnées sphériques dans le plan méridien ou plan tel que φ = constante et on utilise les coordonnées polaires dans ce plan c'est-à-dire les deux autres coordonnées sphériques r et θ.

c) Exprimer V(M) le potentiel créé en M par le dipôle en fonction de ε0, q, MN et MP.

d) Exprimer MP2 en fonction de r, a et θ puis 
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en fonction de r, a et θ. On considère que 
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, préciser l’argument de l’énoncé qui conduit à cette approximation. Simplifier l’expression de 
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 en réalisant un développement limité de la relation précédente au premier ordre en
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e) Exprimer MN2 en fonction de r, a et θ puis 
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en fonction de r, a et θ. On considère que 
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 en réalisant un développement limité de la relation précédente au premier ordre en
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f) Montrer que le potentiel peut dans le cadre des approximations réalisées aux questions précédentes, s’écrire sous la forme 
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g) Rappeler la relation liant le champ électrostatique 
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(M) et le potentiel V(M) créés en M par la distribution de charges. Le champ électrostatique 
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(M) peut s’écrire sous la forme  
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. Exprimer Er(M) et Eθ(M) en fonction de p, θ, r et ε0.

h) Montrer que 
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i) Les effets d’un dipôle se font ressentir à moins grande distance que ceux d’une charge unique. Pourquoi ?

j) Représenter les lignes de champ et les équipotentielles du dipôle électrostatique.
2°) Action d’un champ extérieur uniforme sur un dipôle

On s’intéresse à l’action subie par un dipôle plongé dans un champ extérieur uniforme
[image: image63.wmf]E
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a) Quelle est la force exercée par ce champ électrostatique extérieur uniforme sur le dipôle électrostatique ?

b) Montrer que le moment exercé par le champ électrostatique extérieur uniforme s’écrit : 
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Ce  moment dépend-t-il du point où on le calcule ? Si on note α l’angle entre 
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et
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, pour quelles valeurs de α, 
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 est-il nul ?

c) En appliquant le théorème du moment cinétique au dipôle électrostatique, déterminer les valeurs de α pour lesquelles le dipôle est à l’équilibre. Comparer la stabilité de ces deux positions. 

d) Quelle est l’action d’un champ électrostatique extérieur uniforme sur un dipôle.

e) Soient Vext(P) et Vext(N) les potentiels électrostatiques de P et N associés au champ extérieur
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, exprimer l’énergie potentielle du dipôle (ne pas confondre cette énergie avec l’énergie potentielle d’interaction antre les deux charges) dans le champ 
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 en fonction de Vext(P) et Vext(N) et montrer que 
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Déterminer les positions d’équilibre du dipôle (utiliser l’angle α) et étudier la stabilité de ces positions. 




























































[image: image72.jpg]Chapitre 46 — Dipole électrostatique

On peut aussi noter qu’un dipole électrostatique est la limite d’un ensemble de
charges ponctuelles —q et g placées en N et P tel que la distance NP tend vers
tandis que le moment dipolaire p = gNP reste constant et fini.

1.3 Potentiel électrostatique créé par un dipdle
a) Invariances et symétries du dipdle

On utilise les coordonnées sphériques pour décrire le probleme. La dlsmbuuon
invariante par rotation autour de I'axe du dipéle, donc le champ électrostatique E
et le potentiel électrostatique 1(M) ne dépendent pas de ¢.

Pour tenir compte de ces propriétés, on se place en coordonnées sphériques dans
plan méridien ou plan tel que ¢ = constante et on utilise les coordonnées pol
dans ce plan (c’est-a-dire les deux autres coordonnées sphériques r et 6).

b) Calcul du potentiel créé par un dipéle

Le potentiel créé en M par le dipdle est égal d’aprés ce qu'on a écrit précédemme: it

q 1 ¢ q 1 1
Vi = —_— = =
o) 471‘8“ MN  4meo MP  4we (MP MN

On appelle O le milieu du segment [NP].

On se place en coordonnées polaires d’origine O dans un plan contenant le poi
et la droite (NP) sans perdre en généralité du fait de la symétrie autour de cette
(C. figure 46.2 pour les notations).

M

-9

Figure 46.2  Moment dipolaire.

On obtient :

5 SRR , g L a
(MP)? = (MO + op) MO?+ OP* +2M0 - OF = £ + & — 215 cos
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